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OPTIMALITE´ SYSTOLIQUE INFINITE´SIMALE DE
L’OSCILLATEUR HARMONIQUE
J.C. A´LVAREZ PAIVA AND F. BALACHEFF
Re´sume´. Nous e´tudions les aspects infinite´simaux du proble`me suivant. Soit
H un hamiltonien de R2n dont la surface d’e´nergie {H = 1} borde un do-
maine compact et e´toile´ de volume identique a` celui de la boule unite´ de R2n.
La surface d’e´nergie {H = 1} contient-elle une orbite pe´riodique du syste`me
hamiltonien {
q˙ = ∂H
∂p
p˙ = − ∂H
∂q
dont l’action soit au plus pi ?
Abstract. We study the infinitesimal aspects of the following problem. Let H
be a Hamiltonian on R2n whose energy surface {H = 1} encloses a compact
starshaped domain of volume equal to that of the unit ball in R2n. Does the
energy surface {H = 1} carry a periodic orbit of the Hamiltonian system{
q˙ = ∂H
∂p
p˙ = − ∂H
∂q
with action less than or equal to pi ?
Conside´rons le hamiltonien homoge`ne de degre´ 2 de R2n donne´ par la formule
Hst(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) =
n∑
i=1
(q2i + p
2
i )
et associe´ au syste`me forme´ de deux oscillateurs harmoniques de´couple´s de meˆme
pe´riode propre. Les orbites de ce syste`me hamiltonien sont toutes pe´riodiques de
pe´riode pi. La surface d’e´nergie {Hst = 1} borde la boule unite´ standard de R
2n
dont le volume vaut pi
n
n! . Cet hamiltonien est un exemple d’hamiltonien pe´riodique,
i.e. un hamiltonien dont toutes les orbites sont pe´riodiques et de meˆme pe´riode. Le
type de question auquel nous nous inte´ressons ici est la suivante.
Question 1. Si H : R2n → [0,∞) de´signe un hamiltonien propre, lisse en dehors
de l’origine et homoge`ne de degre´ 2, tel que le volume du domaine borde´ par la
surface d’e´nergie {H = 1} vaille pi
n
n! , existe-t-il une orbite pe´riodique du syste`me
hamiltonien {
q˙ = ∂H
∂p
p˙ = −∂H
∂q
dont la pe´riode (co¨ıncidant avec l’action) soit au plus pi ?
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Il n’est pas clair que la re´ponse a` cette question soit positive en toute ge´ne´ralite´,
mais nous obtenons ici des re´sultats allant dans ce sens pour un hamiltonien suffi-
samment proche de l’hamiltonien Hst (pour la topologie lisse).
Pour e´noncer plus pre´cise´ment nos re´sultats, replac¸ons notre question dans un
contexte plus ge´ne´ral. Soit M2n−1 une varie´te´ de dimension impaire munie d’une
forme de contact α (i.e. une 1-forme α telle que α∧ dαn−1 soit une forme volume).
Le volume de (M,α) est de´fini comme la quantite´
vol(M,α) =
1
n!
∫
M
α ∧ dαn−1.
Rappelons qu’e´tant donne´ une varie´te´ de contact, les orbites du champ de Reeb X
de´fini par les e´quations
dα(X, ·) = 0 et α(X) = 1
s’appellent les caracte´ristiques. Nous de´finissons la systole par la formule
sys(M,α) = inf
γ
∫
γ
α
ou` l’infimum des actions est pris sur l’ensemble des caracte´ristiques ferme´es. S’il
n’existe pas de caracte´ristiques ferme´es, nous poserons sys(M,α) = ∞. Enfin
de´finissons le volume systolique comme la quantite´
S(M,α) =
vol(M,α)
sys(M,α)n
.
Dans le cas ou` (M,α) est le cotangent unitaire d’une varie´te´ riemannienne muni de
sa 1-forme canonique, cette dernie`re quantite´ co¨ıncide a` une constante dimension-
nelle pre`s avec la notion de volume systolique pre´sente´e dans [AB09]. Remarquons
que si φ : M → N de´signe un diffe´omorphisme entre deux varie´te´s de dimension
impaire, et α une forme de contact sur N , alors S(M,φ∗α) = S(N,α).
D’apre`s un re´sultat de Taubes [Tau07], toute varie´te´ de contact (M,α) de di-
mension 3 admet une caracte´ristique ferme´e, et donc S(M,α) > 0. Dans le cas
du cotangent unitaire d’une varie´te´ de Finsler compacte, l’existence d’une ca-
racte´ristique ferme´e de´coule des travaux de Lusternik et Fet (voir [Kli78]), et l’e´tude
infinite´simale du volume systolique a e´te´ initie´e dans [AB09]. Dans le cas d’un hy-
persurface compacte, lisse et e´toile´e de R2n (par e´toile´e nous entendons que l’hy-
persurface borde un domaine e´toile´ de R2n contenant l’origine dans son inte´rieur),
l’existence d’une caracte´ristique ferme´e est duˆe a` Rabinowitz [Rab87], et c’est cette
dernie`re situation qui nous inte´resse plus particulie`rement ici.
Nous travaillons dans l’espace euclidien standard R2n muni des coordonne´es
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn), et nous noterons α la 1-forme
1
2
∑n
i=1(pidqi − qidpi). Soit
Σ ⊂ R2n une hypersurface compacte, lisse et e´toile´e. La restriction de la 1-forme
α a` Σ est une forme de contact. Nous de´finissons l’hamiltonien associe´ a` Σ comme
l’unique fonction note´eHΣ : R
2n → [0,∞) homoge`ne de degre´ 2 et lisse en dehors de
l’origine telle que Σ co¨ıncide avec la surface de niveau {HΣ = 1}. Re´ciproquement,
a` tout hamiltonien H propre, lisse en dehors de l’origine et homoge`ne de degre´ 2,
nous pouvons associer la surface de niveau {H = 1} qui est une hypersurface lisse
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et e´toile´e. Remarquons que le hamiltonien associe´ a` la sphe`re unite´ standard S2n−1
n’est autre que
Hst =
n∑
i=1
(q2i + p
2
i ).
Les caracte´ristiques de (Σ, α|Σ) (les orbites du champ de Reeb) co¨ıncident exacte-
ment avec les orbites du syste`me hamiltonien correspondant a` la surface d’e´nergie
{H = 1}, et d’apre`s [Rab87], (Σ, α|Σ) admet au moins une caracte´ristique ferme´e.
Dans ce contexte, nous pouvons noter S(Σ) le volume systolique de (Σ, α|Σ). Re-
marquons que
S(S2n−1) =
1
n!
.
Nous reformulons la question 1 de la manie`re suivante :
Question 2. Pour quelles hypersurfaces Σ lisses e´toile´es de R2n l’ine´galite´
(1) S(Σ) ≥
1
n!
est-elle ve´rifie´e ?
Cette question constitue une variation autour d’un proble`me pose´ par Viterbo
dans [Vit00]. En effet, dans le cas ou` Σ est convexe, minorer le volume systolique
de Σ e´quivaut a` minorer le volume symplectique du domaine K compact bordant
Σ par sa capacite´ d’Ekland-Hofer-Zender (voir [MS98]). D’apre`s [AMO08], si Σ est
convexe, il existe une constante c > 0 inde´pendante de la dimension telle que
S(Σ) ≥
c
n!
.
Nous commenc¸ons par montrer que toute hypersurface Σ invariante par le flot
du hamiltonien Hst ve´rifie
S(Σ) ≥
1
n!
.
Ces hypersurfaces invariantes par le flot du hamiltonien Hst correspondent aux
bords des domaines K circulaires, i.e. des domaines tels que eiθK = K pour tout
re´el θ (R2n e´tant identifie´ Cn). En particulier, les bords des domaines de Reinhardt
(comme par exemple les domaines construits par Hermann dans [Her98]) sont cir-
culaires, et satisfont l’ine´galite´ systolique (1). Plus ge´ne´ralement, nous prouvons le
re´sultat suivant.
Proposition 1. Soient Σ et Σ0 deux hypersurfaces lisses et e´toile´es. Supposons que
le flot de Reeb de Σ0 soit pe´riodique de pe´riode sys(Σ0) et que le flot du hamiltonien
HΣ associe´ a` Σ soit constant le long des orbites du flot hamiltonien H0 associe´ a`
Σ0. Alors
S(Σ) ≥ S(Σ0).
De plus, l’e´galite´ n’est possible que si Σ et Σ0 sont homothe´tiques.
De´monstration. Nous proce´dons de manie`re analogue a` la preuve du The´ore`me 3.1
de [AB09]. Quitte a` transformer Σ par une homothe´tie, nous pouvons supposer que
vol(Σ) = vol(Σ0).
Soit ρ : Σ0 → (0,∞) la fonction radiale de´finie par
ρ(q, p) =
1√
H(q, p)
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et soit δ : Σ0 → Σ l’application (q, p) 7→ ρ(q, p)(q, p). Nous noterons abusivement
par α la restriction de α a` Σ0 et Σ. Nous avons δ
∗α = ρα, d’ou`
vol(Σ) =
1
n!
∫
Σ0
ρnα ∧ (dα)n−1.
Comme vol(Σ) = vol(Σ0), la moyenne de ρ
n sur Σ0 est e´gale a` 1 et donc le minimum
de ρ est au plus 1.
Soit (q, p) un point de Σ0 ou` ρ atteint son minimum et soit γ la caracte´ristique
ferme´e issue de ce point. L’image de γ par l’application radiale δ est une ca-
racte´ristique ferme´e de Σ et son action vaut min(ρ)·sys(Σ0) ≤ sys(Σ0) (voir [AB09]).
Le cas d’e´galite´ impose que ρ = 1 et donc Σ = Σ0. 
Dire que le hamiltonien H est constant le long des orbites de H0 est e´quivalent
a` dire que le crochet de Poisson
{H,H0} := dH(XH0) =
n∑
i=1
(
∂H
∂qi
∂H0
∂pi
−
∂H
∂pi
∂H0
∂qi
)
est identiquement nul. De meˆme que dans [AB09], nous pouvons adapter de manie`re
directe l’approche de Cushman dans [Cush92] des formes normales des syste`mes
hamiltoniens pour prouver le re´sultat suivant :
Proposition 2. Soit {Ht} une famille lisse de hamiltoniens lisses en dehors de
l’origine et homoge`nes de degre´ 2 telle que H0 soit pe´riodique. Pour chaque entier
N , il existe une isotopie φ
(N)
t : R
2n\0→ R2n\0 de l’identite´ par des transformations
symplectiques lisses et homoge`nes de degre´ 1 telle que
Ht ◦ φ
(N)
t = H0 + tE1 + · · ·+ t
NEN + o(t
N ),
ou` Ei : R
2n → R sont des hamiltoniens lisses en dehors de l’origine et homoge`nes
de degre´ 2 tels que {Ei, H0} = 0 (1 ≤ i ≤ N).
Nous pouvons alors montrer le the´ore`me suivant, analogue du the´ore`me 2.1 de
[AB09] dans notre situation :
The´ore`me 1. Soit Σ0 une hypersurface lisse et e´toile´e dont le flot de Reeb est
pe´riodique de pe´riode sys(Σ0). Soit N un entier quelconque. Fixons un N -jet de
de´formation de H0, soit N fonctions H1, . . . , HN lisses en dehors de l’origine et
homoge`nes de degre´ 2 quelconques. Alors il existe une de´formation lisse Ht := HΣt
de H0 telle que
Ht = H0 + tH1 + . . .+ t
NHN + o(t
N )
et
S(Σt) ≥ S(Σ0).
De´monstration. D’apre`s la proposition 2, il existe une de´formation lisse φ
(N)
t : R
2n \
0→ R2n\0 de l’application identite´ consistant en des transformations symplectiques
lisses et homoge`nes de degre´ 1 telle que
(H0 + tH1 + . . .+ t
NHN ) ◦ φ
(N)
t = H0 + tE1 + . . .+ t
NEN + o(t
N ),
avec {Ei, H0} = 0 (1 ≤ i ≤ N).
De´finissons une famille de hamiltoniens homoge`nes de degre´ 2 et lisses en dehors
de l’origine par la formule
Ht = (H0 + tE1 + . . .+ t
NEN ) ◦ (φ
(N)
t )
−1.
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Comme {Ht ◦ φ
(N)
t , H0} = 0, nous de´duisons de la proposition 1 et du fait que
(φ
(N)
t )
∗α = α que
S(ΣHt) = S(φ
(N)
t (ΣHt)) = S(ΣHt◦φ(N)t
) ≥ S(Σ0).

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